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Electrodinámica cuántica de cavidades
Grupo de Investigación:
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Recientemente se ha reportado dinámica asintótica y cuantiosas no linealidades en el régimen
de acople ultra-fuerte cavidad-bit cuántico (qubit), que no son usuales en el caso del aco-
ple fuerte o débil. Sin embargo, bajo determinado conjunto de parámetros, la definición del
régimen de interacción en que se encuentra el sistema y por tanto el modelo con el cuál debe
ser abordado no es claro. La frontera entre el régimen fuerte y ultra-fuerte es todav́ıa un
tema en desarrollo. En este trabajo se estudia dicha frontera, haciendo especial énfasis en las
propiedades cuánticas que surgen cuando el acople dipolar luz-materia es del mismo orden
(o mas grande) que las frecuencias de los fotones y del qubit. Se hace tanto el estudio del
sistema aislado como del sistema abierto, para lo cual se considera la pérdida de fotones en
un entorno Markoviano. A pesar de trabajar con un modelo general para cualquier sistema
cavidad-qubit, se muestra la derivación del hamiltoniano para un sistema superconductor,
encontrando los régimenes de operación del qubit, pues es éste ha mostrado la obtención del
régimen ultra-fuerte, presenta grandes tempos de coherencia, vida del qubit, facilidades de
fabricación, buen control y facilidades de implementación. Finalmente, por medio del estudio
de la negatividad y las funciones de correlación se propone un testigo del entrelazamiento
estacionario para sistemas cavidad-qubit en acople ultra-fuerte.
Palabras clave: Circuitos superconductores, Acople ultra-fuerte, Electrodinámica cuántica
de cavidades, Polaritones.
Abstract
It is known that a qubit-cavity system in the ultra-strong coupling regime evidence asympto-
tic dynamics and several non linearities that are not present in the strong or weak coupling
regime, but in a specific parameter range there is not a clear physical reason for using either
a model for describing a system in a high strong coupling regime, or a model for describing
the system in the ultra-strong coupling regime. Also, it is still not clear if the non validity
of the rotating wave approximation is a sufficient condition for differencing both regimes.
In this work we study the limit between the strong and the ultra-strong coupling regime,
emphasizing in the quantum and non-local features that arise when the dipolar coupling
is comparable or greater than the qubit and cavity frequencies. For describing the open
quantum system we assume a Markovian reservoir and then the Lindblad master equation
is used. For the dissipative parameters we consider those that are reported in the supercon-
ducting qubit-cavity circuits because these systems reach the ultra-strong coupling regime
and exhibit very desirable coherence times, good control of the states and these are easy to
manufacture and to implement.
Keywords: Circuit quantum electrodynamics, Superconducting circuits, Ultra-strong
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Cuando se desea controlar la emisión de un átomo para hacerla coherente o uni-direccional
es usual introducir el átomo en una cavidad tipo Fabry-Perot, la cual confina la radiación
electromagnética de una frecuencia en particular y acopla dos niveles espećıficos del átomo
(debido a esto, el átomo real o artificial es conocido como bit cuántico o qubit). El estudio
fundamental de la f́ısica asociada al acople radiación-materia distingue cuatro reǵımenes de
interacción, el débil, el régimen fuerte, el ultra-fuerte y el recientemente propuesto, régimen
de acople profundo. El régimen de acople débil se caracteriza por poseer una constante de
interacción menor a las tasas de disipación del sistema, puede ser detectado experimental-
mente porque a bajos bombeos se presenta un único pico de emisión en resonancia y el
sistema se comporta como uno desacoplado [1]. En el régimen de acople fuerte la constante
de interacción g es mucho menor a la frecuencia ω del qubit, pero mayor a las tasas de
disipación del sistema; a bajos bombeos aparecen dos picos de emisión en resonancia (si la
resolución experimental es menor a las tasas de disipación), que corresponden a las excitacio-
nes elementales del sistema, conocidas como polaritones (bajo y alto) [2]. Ambos, el régimen
de acople débil y el régimen de acople fuerte son perfectamente descritos por el modelo de
Jaynes-Cummings, en donde se desprecia la auto-interacción de la cavidad1 y los términos de
interacción a dos fotones, conocidos como anti-rotantes. Estos términos anti-rotantes deben
ser tenidos en cuenta cuando la frecuencia del qubit es comparable con la constante de aco-
ple. Según la literatura [3, 4, 5] esto se da cuando la interacción es al menos el diez por ciento
de la frecuencia del qubit e implica el surgimiento del régimen de acople ultra-fuerte (UF).
En los últimos años se han reportado en este régimen nuevos anticruces de las auto-enerǵıas
del sistema interactuante [4, 5, 6, 7], entrelazamiento a más de 1m de distancia [7], estados
“squeezed”2 [8, 9], óptica no lineal con un fotón [10], y láseres no clásicos [4]. Se sabe que
se preserva la paridad de los estados en lugar del número de fotones [11], pero aún no se ha
dado un estudio completo de los fenómenos f́ısicos que éstos términos conllevan. Para ello
se debe analizar la dinámica del estado cuántico y la estad́ıstica del sistema con el fin de
establecer f́ısicamente la frontera con el régimen de acople fuerte o con el régimen profundo
[11]. En éste último, que no ha sido reportado experimentalmente, se debe tener en cuenta
la auto-interacción del campo.
1Interacción del campo con la polarización que éste induce. Ésta puede ser despreciada cuando el acople
radiación materia es igual o menor que la frecuencia de la cavidad.
2Estados cuánticos que poseen menor incertidumbre en una cuadratura que en la otra. Siendo ésta la
mı́nima permitida por el principio de indeterminación de Heisemberg.
4 1 Introducción
Los primeros sistemas en ser estudiados experimentalmente fueron los átomos de Rydberg
insertados en cavidades Fabry-Perot tridimensionales[12], pero debido a la dificultad en con-
seguir grandes acoples y a su dif́ıcil implementación en aplicaciones tecnológicas, se decidió
trabajar en micropilares semiconductores y cristales fotónicos, que son de más fácil imple-
mentación y alcanzan el régimen de acople fuerte [13, 14]. Para obtener el régimen UF los
primeros sistemas en ser estudiados y en los primeros en los que se reportaron diferencias
entre las enerǵıas polaritónicas y el modelo de Jaynes-Cummings [3] fueron los formados por
excitones intrabanda en pozos cuánticos. Estos sistemas a pesar de lograr altos acoples (ac-
tualmente hasta del g/ω = 0.58 [15]), poseen gran sensibilidad al ruido, transiciones espúreas
de modos no acoplados a la luz y corto tiempo de vida del qubit. Estas problemáticas son
resueltas en los circuitos superconductores, formados por chips superconductores a partir
de junturas Josephson, los cuales son de fácil fabricación e implementación. Estos sistemas,
conocidos como sistemas de electrodinámica cuántica de circuitos o circuit-QED por sus si-
glas en inglés, permiten un fácil posicionamiento del qubit, acople entre varios de ellos [16],
obtención de altos factores de calidad [17, 18] y largos tiempos de coherencia y vida del
qubit [19]. Actualmente a pesar de no haber reportado acoples mayores a los de los sistemas
intrabanda, los circuitos superconductores tienen grandes perspectivas en aplicaciones en
computación cuántica en el régimen UF.
En este trabajo nos disponemos a realizar un estudio completo de la dinámica del estado
cuántico, entrelazamiento y funciones de correlación en el régimen UF utilizando para los
parámetros de disipación los valores reportados en los sistemas de circuit-QED. Para ello el
desarrollo de éste documento continua con la descripción del estado del arte de los sistemas
circuit-QED y del régimen de acople ultra-fuerte, posteriormente, en el marco teórico se par-
te del modelo BCS y se encuentra el hamiltoniano del sistema cavidad-qubit superconductor,
se analizan los reǵımenes de operación del qubit y describen los conceptos necesarios a la
hora de analizar los resultados. Estos giran en torno al análisis de la f́ısica involucrada por
los términos anti-rotantes, tanto desde una aproximación anaĺıtica mediante una transforma-
ción de Bogoliubov, como de forma numérica mediante la dinámica hamiltoniana y el estado
estacionario. Se estudian las poblaciones, funciones de correlación temporal de fotones, en-
trelazamiento, mezcla, coeficientes de Hoppfield, diagramas de dispersión y se realiza una
redefinición de los polaritones y del régimen ultra-fuerte. Finalmente en el quinto caṕıtulo
se enuncian las conclusiones del trabajo.
2. Estado del arte
El estudio de los circuit-QED como postulantes a sistemas interactuantes radiación-materia
comenzó tras encontrar que una juntura Josephson actúa como un amplificador operacional
cuantizado [20, 21], que bajo determinados parámetros se reduce a un sistema de dos niveles
o qubit superconductor [22, 23, 24, 25, 26]. Los principales sistemas son el qubit de carga,
el qubit de fase, el qubit de flujo y el qubit transmón. El qubit de carga y el qubit transmón
se diferencian básicamente por sus parámetros de fabricación y se componen de dos juntu-
ras Josephson en paralelo (opcionalmente para el de carga puede ser solo una) acopladas
capacitivamente a un voltaje de polarización. El qubit de fase se basa en un un qubit de
carga con una corriente de polarización grande y el qubit de flujo es un anillo superconductor
interrumpido por tres o más junturas Josephson de diferente área.
Las propiedades generales de coherencia de los qubits superconductores fueron extensamen-
te estudiadas durante los años 2003 a 2005 [27, 28, 29]. Se encontró, que a pesar de existir
diferencias entre cada configuración particular (en tiempo de coherencia, dispersión de carga
y control de los estados), las interacciones fonónicas con el entorno son mucho más bajas
(despreciables) que en otros sistemas análogos, por lo que comenzaron a ser utilizados en
el régimen de las microondas para estudiar las propiedades fundamentales de la interacción
radiación materia en el acople fuerte [30] y en el ultra-fuerte [31, 5, 6]. Se hallaron transicio-
nes de banda lateral en acople fuerte [32] y se logró la supresión de la emisión espontánea,
ubicando al sistema cavidad-qubit superconductor como el sistema radiación-materia más
opcionado para la implementación en computación cuántica [33, 16].
Actualmente la investigación en circuit-QED comprende dos frentes, el primero es el estudio
de los sistemas no Markovianos, ya sea por interacción fuerte / ultra-fuerte entre el sistema
y el reservorio o mediante la interacción entre sistemas cavidad-qubit. En la figura 2-1 panel
(b) se muestra el diagrama de dos sistemas cavidad-qubit sometidos a decoherencia γ, con
constante de acople entre cavidades λ y entre qubit y cavidad g. En éste sistema se encontró
un régimen de operación no Markoviano cuando λ > 4g2/ω, con ω la frecuencia de cada ca-
vidad [34]. Se han propuesto además, ecuaciones maestras para sistemas interactuando con
entornos no Markovianos [35, 36, 37] y al estudiar dos qubits acoplados ultra-fuertemente a
un modo disipativo de fotones se encontró entrelazamiento en el estado estacionario [38].
El segundo frente de investigación incluye el estudio de la dinámica no lineal y no local
que emerge en el acople ultra-fuerte. Experimentalmente se ha reportado el régimen Kerr a
un sólo fotón para un sistema de circuit-QED [39], en donde se evidencia por medio de la
función Q de Husimi, el colapso y resurgimiento de estados tipo gato de Schrödinger. En el
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el panel (a) de la figura 2-1 se aprecia la comparación entre los resultados experimentales
(superiores) y teóricos (inferiores) para las funciones Q de Husimi en función del tiempo.
Este régimen no-lineal no hab́ıa sido posible obtenerlo hasta ahora en el sistema cavidad-
qubit y abre posibilidades de aplicación en medidas cuánticas sin demolición, generación
de fotones individuales, operaciones lógicas en sistemas cuánticos y sistemas autónomos de
realimentación [40]. También, en el sistema cavidad-qubit bajo acople ultra-fuerte se ha ob-
servado conversión no-lineal de la frecuencia de un fotón incidente [10] y obtención de estados
“squeezed” [8]. En el panel (c) de la figura 2-1 se muestra la transmitancia inelástica de un
qubit superconductor en función de la frecuencia de la radiación incidente ωin y de la inter-
acción entre ellos g, normalizada a la frecuencia del qubit ∆ [10]. Se aprecia que cuando el
sistema se encuentra fuera de la resonancia (ωin/∆ 6= 1) la transmitancia toma valores no
nulos, lo cual implica la conversón de la frecuencia de los fotones incidentes debido al acople
ultra-fuerte. Por otro lado, se han propuesto láseres no clásicos mediante el acople de dos
qubits superconductores a una cavidad coplanar [4]. Además, se ha logrado entrelazar siste-
mas cavidad-qubit a través de una medida resuelta en el tiempo de la paridad de los estados
[41], inclusive a más de un metro de distancia [7]. El montaje empleado para entrelazar los
dos sistemas cavidad-qubit se encuentra en el panel (d) de la figura 2-1 [7]. Finalmente, se
ha encontrado que en el sistema de múltiples sistemas cavidad-qubit acoplados con cons-
tante de interacción g, se presenta una transición de fase [42] en la que éstos se polarizan
espontáneamente en un valor de g cŕıtico, ver panel (e) de la figura 2-1.
Sin embargo, y a pesar de conocer algunas simetŕıas en el sistema en acople UF [11], todav́ıa
no se entiende muy bien por qué los términos anti-rotantes inducen estas propiedades no-
lineales. Tampoco se ha explicado en un sólo marco la dinámica del sistema, la estad́ıstica
de los fotones y el entrelazamiento al entrar en el régimen ultra-fuerte y acercarse al régimen
profundo. En este trabajo analizamos la frontera entre el régimen fuerte y ultra-fuerte, se
establece el ĺımite de validez de la aproximación de onda rotante y se analiza el cambio en
la naturaleza de las excitaciones elementales del sistema cuando los términos anti-rotantes
poseen su máxima influencia. Esto se hace tanto en el sistema abierto como en el sistema
cerrado. Para ello se calculan los diagramas de dispersión, los coeficientes de Hoppfield, las






Figura 2-1.: Panel (a), funciones Q de Husimi experimentales y teóricas para un siste-
ma cavity-QED en diferentes tiempos. Se observa la oscilación de funciones
coherentes a tipo gato se Schrödinger [39]. Panel (b), sistemas cavidad-qubit
acoplados que reportan un régimen de operación no Markoviano. g es la in-
teracción de cada qubit con la radiación, λ es el acople entre cavidades [34].
Panel (c), transmitancia inelástica de un qubit de frecuencia ∆ interactuando
con un fotón incidente de frecuencia ωin con constante de acople g. Se aprecia
conversión no lineal de la frecuencia del fotón incidente [10]. Panel (d) Montaje
empleado para entrelazar dos sistemas cavidad-qubit a 1.3 metros de distancia
[7]. Panel (e) Polarización del qubit |〈σxi 〉 | y de la cavidad |〈ai〉 | para múltiples
sistemas cavidad-qubit interactuantes. La frecuencia de todas las cavidades es
ω, la de los qubits es ω0 y la interacción cavidades-qubits g. Se aprecia una
transición de fase en de un valor g cŕıtico [42].
3. Marco teórico
En este caṕıtulo mostramos la derivación del hamiltoniano de la circuit-QED. Este sistema
cavidad-qubit es capaz de alcanzar el régimen ultra-fuerte con mayores facilidades de imple-
mentación tecnológica y mejores parámetros de coherencia que otros sistemas análogos. En
la figura 3-1 se muestra el esquema de un sistema cavidad qubit general (izquierda) y su






Figura 3-1.: Izquierda: esquema del sistema cavidad-qubit, donde se bosqueja el acople
dipolar g radiación-materia, la pérdida de fotones por los espejos de la cavidad
κ y la emisión espontánea del qubit γ. El desfase dipolar no es graficado.
Derecha: (imagen tomada de [16]) implementación en circuit-QED, se dibuja
la cavidad y su circuito equivalente. Los superconductores laterales en azul
claro son planos conectados a tierra que generan confinamiento de la radiación
en el superconductor central. El circuito equivalente es una conjunto cuasi-
infinito de capacitores e inductancias. El voltaje generado por la cavidad se
muestra en rosado, el qubit y su circuito equivalente en verde. Los mecanismos
de disipación no se muestran, pero la pérdida de fotones se da por medio de
los capacitores C0 en cada extremo de la cavidad.
espejos laterales que confinan la radiación electromagnética (azul) en un volumen efectivo
Vm con un factor de calidad Q. Este factor determina el tiempo de vida de los fotones en
la cavidad (τκ = Q/ωc) a partir de la frecuencia del modo confinado de luz ωc. El tiempo
de vida de los fotones es el tiempo promedio que éstos permanecen en la cavidad antes de
salir a través de uno de los espejos y determina el ancho medio, κ = 1/τκ, de la emisión
fotoluminiscente de la cavidad. La pérdida de fotones por los espejos de la cavidad es el
principal mecanismo de disipación cuando se desean construir cavidades de lectura rápida.
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Los otros mecanismos de disipación son la emisión espontánea del qubit y el desfase dipolar
cavidad-qubit, que tienen que ver respectivamente con la pérdida de enerǵıa del qubit y la
generación de una fase aleatoria. Éste último proceso causa variación en la dinámica del
qubit y debe ser tenido en cuenta cuando el tiempo de coherencia del sistema sea del orden
del tiempo de vida de los fotones, sin embargo es posible hacer estos tiempos tres ordenes
de magnitud mayores al tiempo de vida de los fotones [19]. Ver figura 3.1.
Para comenzar consideramos un sistema cerrado con tasas de disipación y decoherencia igua-
les a cero, donde realizamos la deducción del hamiltoniano del qubit a partir del modelo BCS,
también se deriva el hamiltoniano de la cavidad y del acople cavidad-qubit. Posteriormen-
te se encuentra la ecuación maestra que determina la evolución del sistema abierto. Para
terminar, se introducen los reǵımenes de acople y el cálculo del entrelazamiento, mezcla y
funciones de correlación temporal.
3.1. Tunelamiento Josephson
El pilar fundamental de los qubits superconductores son las junturas Josephson, i.e. uniones
superconductor-aislante-superconductor (SIS) donde el grosor del aislante es mucho menor
a la longitud de coherencia, en el caso de los superconductores de baja temperatura cŕıtica
utilizados en circuit-QED, como el aluminio, esta distancia oscila entre 10Å-20Å. A través
de ellas se logra obtener tunelamiento de pares de Cooper con una corriente que depende del
seno de la diferencia de fase entre ambos superconductores [51]. Esta diferencia de fase puede
ser mantenida por medio de campos magnéticos o como en el caso de los sistemas qubit-
cavidad, por medio de voltajes de polarización inducidos por radiación electromagnética
confinada. En el tratamiento que se hará en esta sección, se asumirá tunelamiento elástico,
lo que implica que {ĉ†lσ̂, ĉrσ̂′} = {ĉlσ̂, ĉrσ̂′} = 0. Los operadores ĉkσ̂ (ĉ
†
kσ̂) aniquilan (crean)
un electrón con esṕın σ̂ con vectores de onda l para estados a la izquierda de la juntura o
vector de onda r para estados a la derecha. El hamiltoniano considerado incluye además de
los términos usuales referentes a cada superconductor (en principio diferentes), el término






rσ̂ ĉlσ̂ + h.c.] (3-1)
Con esto, la corriente que pasa a través de la juntura (de izquierda a derecha) viene dada
por





























10 3 Marco teórico
con lo que la corriente toma la forma











Ahora, para poder calcular el valor medio, se considerará que la interacción fue encendida
adiabáticamente, comenzando desde t→ −∞; utilizando la teoŕıa de perturbaciones depen-
diente del tiempo a primer orden y haciendo una transición a la dinámica de interacción



































El primer término se anula, pues es el valor medio se toma con los auto-estados del Hamil-





eητ [E(t− τ) +R(t− τ)]dτ (3-7)




































































El término E(t− τ) está relacionado con el tunelamiento de un electrón y un hueco a través
de la juntura. Usualmente es conocido como corriente de cuasipart́ıculas. El segundo término
R(t− τ), usualmente conocido como supercorriente, involucra el tunelamiento coherente de
dos electrones a través de la juntura, es decir el tunelamiento efectivo de pares de Cooper.
La evaluación de los valores medios puede hacerse fácilmente utilizando los operadores de
Bogoliubov-Valatin modificados por Josephson y Bardeen (de forma independiente en 1962).
Estos operadores introducen la interacción con un reservorio de pares de Cooper para per-
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−k + νkĉk = Sγ̂
†
e,−k, (3-13)
donde los números cuánticos ±k ≡ ~k, σ con ~k el vector de onda y σ la proyección del esṕın
en dirección z. Para el superconductor de la derecha r ≡ k y para el de la izquierda l ≡ k.
Además S (S†) añade (destruye) un par de Cooper al sistema, cambiando la carga total en
±e. Los operadores inversos respectivos son
ĉ†k = ukγ̂
†
e,k + νkγ̂h,−k, (3-14)
ĉ†−k = ukγ̂
†
e,−k − νkγ̂h,k. (3-15)
Debe tenerse en cuenta que para que la corriente neta que pasa a través de la juntura sea
no nula, se debe introducir un voltaje de polarización entre ambos superconductores V , y se




V dtγ̂†k, . (3-16)







[f(ε+ eV )− f(ε)]Nr(ε+ eV )Nl(ε)dε, (3-17)
donde Nr (Nl) es la densidad de cuasipart́ıculas en el superconductor de la derecha (izquier-
da). Con T = 0 se observa que para eV < 2∆ no hay corriente, luego se da un rápido
incremento en eV = ∆ y posteriormente un comportamiento óhmico (eV > 2∆). Es decir,
se da una corriente proporcional al voltaje aplicado al sistema (corriente resistiva). Razón
por la cual, el factor V/Iqp = RN es conocido como resistencia natural o resistencia de cua-
sipart́ıculas.




, que depende de la




= e−iϕ, y da como resultado

























[f(ε− eV )− f(ε)], (3-19)
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con P denotando el valor principal de Cauchy. El término que acompaña a I1 es un término
de interferencia, despreciable para voltajes menores a la suma de los gaps superconductores
[43], mientras que el que acompaña a I0 representa el tunelamiento efectivo de pares de
Cooper, que se da incluso a V = 0.
Si se establece la condición eV < 2∆ la corriente que pasa a través de la juntura se reduce
a
I = I0sin(ϕ). (3-20)
3.2. Derivación del Hamiltoniano del sistema
En la sección anterior se obtuvo la expresión de la corriente que pasa a través de una
juntura Josephson, que para eV < 2∆ toma la forma I = I0sin(ϕ). Además se introdujo una
transformación de calibración Gauge para introducir el voltaje, que reescrita en términos de
























La anterior ecuación dictamina la dependencia voltaje-fase de la juntura y recibe el nombre
de efecto Josephson AC. Junto con la ecuación 3-20, conocida como efecto Josephson DC,
implica que es posible obtener corriente no nula a través de la juntura para voltaje cero si
se mantiene la diferencia de fase entre los dos superconductores.
Con base en el efecto Josephson AC y DC, en esta sección se plantea un modelo de circuito
equivalente para la juntura Josephson que permite abordar el problema de diferentes confi-
guraciones de junturas Josephson fácilmente, sin exigir aproximaciones que le resten validez
al resultado. Posteriormente se deduce el hamiltoniano de un qubit de carga, explicando bajo
qué condiciones puede simplificarse el sistema a uno de dos niveles y se deriva el hamiltoniano
de interacción qubit-cavidad.
3.2.1. Lagrangiano y modelo equivalente de una juntura Josephson
Una juntura superconductor-aislante-superconductor (SIS) independientemente del tamaño
del aislante es un capacitor, como tal se rige por la ecuación V = QC/C, donde C es la
capacitancia de la juntura y QC es la carga almacenada, en su mayoŕıa en forma de pares de
Cooper. Adicionalmente, como vimos en la sección anterior, si es una juntura tipo túnel se
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genera una corriente proporcional al seno de la diferencia de fase entre los superconductores.
Al derivar la ecuación del efecto Josephson AC respecto al tiempo y utilizar la ecuación 3-20














que es análoga a la ecuación de movimiento de un péndulo simple cuando su longitud es
l ≡ ~
2e
, la gravedad g ≡ I0
C
y su masa m ≡ C. Por similitud con el caso del péndulo simple











El término cinético corresponde a la enerǵıa almacenada por un capacitor (1
2
CV 2) y el
segundo término es un potencial restaurador que describe el tunelamiento de pares que se
dá a través de la juntura para compensar la diferencia de fase entre los superconductores.
Este término es equivalente a la enerǵıa potencial generada por una inductancia no lineal





















En este sentido una juntura Josephson satisface las ecuaciones de un circuito LC. Además si
se hubiera tenido eV > 2∆, habŕıa surgido un término resistivo RN debido al tunelamiento
electrónico a través de la juntura. Esta equivalencia de la juntura SIS a un circuito recibe el
nombre de modelo RCSJ [51]. En la figura 3-2 panel (a) se muestra el circuito equivalente
de una juntura SIS, conocido como caja de pares de Cooper (o CPB por sus siglas en inglés).
En nuestro caso RN = 0. En el panel (b) se aprecia la microfotograf́ıa de una CPB tomada
de [5].
3.2.2. Hamiltoniano del qubit de carga
Ahora vamos a partir del modelo RCSJ para deducir el hamiltoniano de un qubit de carga
y el de un qubit transmón. Inicialmente hacemos la deducción para el qubit de una sola
juntura (qubit de carga) y posteriormente se generaliza a dos junturas (qubit de carga o
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Figura 3-2.: Panel (a) representación esquemática de un a caja de pares de Cooper. Panel
(b) microfotograf́ıa de una jutura Josephson tomada de [5].
qubit transmón).
En la figura 3-3 panel (a) se aprecia el diagrama de un qubit de carga conectado capacivia-
mente a una linea superconductora y en el panel (b) el respectivo circuito equivalente, en
donde la capacitancia del CPB se denota CJ , la supercorriente Is, el voltaje de polarización
Vg y la capacitancia de polarización Cg. En el panel (a) se introduce la corriente que fluye a
través de la linea superconductora por medio de los términos I− e I+ y se toma como pun-
to de referencia la tierra (condición establecida en el experimento). El voltaje en el punto
V (x = L/2, t) se puede escribir como














en donde el término V (x = L/2, t) se ha escrito en analoǵıa a VJ para introducir una fase
global. La ecuación 3-32 se puede reescribir de forma conveniente para encontrar la ecuación
de corrientes del circuito equivalente, que corresponde a la ecuación de una inductancia no





y un capacitor CΣ =

















puede hallarse al realizar el balance de corrientes en el nodo B,
∂Qg
∂t


















la ecuación de corrientes del circuito equivalente. Este es graficado en el panel (c) de la figura
3-3. Se aprecia que ambos capacitores se han reunido en uno equivalente CΣ = CJ + Cg y
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Figura 3-3.: Panel (a) diagrama de un qubit de carga de una sola juntura y circuito equiva-
lente en el panel (b). la capacitancia del CPB se denota CJ , la supercorriente
Is, el voltaje de polarización Vg y la capacitancia de polarización Cg. Las co-
rrientes I− e I+ fluyen a través de la ĺınea superconductora antes y después
del qubit. En el panel (c) se aprecia un circuito equivalente al del Panel (a), el







, una capacitancia total
CΣ = CJ + Cg.





es generada por la proximidad de la corriente supercon-
ductora y determina el acople del qubit-corriente. Debe señalarse que esta corriente no se
encuentra confinada ni tiene una condición en particular aparte de ser no nula. La reducción
que se presenta entre la corriente de salida respecto a la de entrada como consecuencia del
acople qubit-corriente puede ser hallada haciendo equilibrio de corrientes en el nodo A










Por otro lado, a partir de la ecuación de movimiento 3-32 se puede encontrar el lagrangiano

















ϕ̈ es la enerǵıa asociada a la fuente de corriente IF . El
lagrangiano toma la forma
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Sin embargo, es posible absorber la fuente de corriente en el lagrangiano por medio de la




















































































[CJVJ − CgVg]. (3-47)
Como el último término está relacionado con la diferencia entre el número de pares de Cooper
polarizados en la juntura SIS y los pares de Cooper polarizados en el capacitor Cg, se define
el número de pares de Cooper en exceso en el CPB N como N = −ρϕJ/~. Vale recalcar
que éste término no indica el número de pares de Cooper en cada superconductor, que no
se conservan, sino el número de pares polarizados que hay de más en la juntura respecto a
los que hay polarizados en CJ . Cuando los parámetros del sistema son fijos esta cantidad se
conserva.
El hamiltoniano del sistema puede encontrarse por medio de la relación H = ρϕϕ̇+ρϕJ ϕ̇J−L.





















H = Ec(N −Ng)2 − EJcosϕJ , (3-50)
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con Ec la enerǵıa de carga y EJ la enerǵıa Josephson. Promoviendo N y ϕ a los operadores
cuánticos canónicamente conjugados de número de part́ıculas N̂ y de fase ϕ̂ que cumplen la
relación eiϕ̂ |N〉 = |N + 1〉 [54]. Se reescribe el hamiltoniano cuantizado del qubit de carga




[Ec(N̂ −Ng)2 |N〉 〈N | −
EJ
2
(|N〉 〈N + 1|+ |N + 1〉 〈N |)]. (3-50)
Cada uno de los términos de este hamiltoniano se estudiarán en la próxima sub-sección, por
ahora analizamos un caso más común, que es tener no una sino dos junturas Josephson en
paralelo. Este sistema es conocido como SQUID o dispositivo superconductor de interferen-
cia cuántica y además de permitir más control sobre el qubit, es utilizado en otros sistemas
como transductor flujo magnético-corriente. En la figura 3-4 se aprecia el modelo equivalente
(panel (a)) y una microfotograf́ıa SEM falseada en colores de un SQUID (azul) [44].
Figura 3-4.: Dispositivo superconductor de interferencia cuántica (SQUID) [44] panel (a)
Circuito equivalente. Las siglas RCSJ indican que se utilizó el modelo equi-
valente para una juntura Josephson explicado en la sección 3.2.1. Panel (b)
Microfotograf́ıa SEM falseada en colores donde se muestra un SQUID (azul)
como dispositivo de lectura de un qubit de flujo (centro)
Para encontrar el hamiltoniano de un qubit de carga (o transmón) compuesto por dos juntu-
ras Josephson en paralelo, basta con analizar el efecto del SQUID sobre la enerǵıa potencial
del sistema, pues los dos capacitores Josephson en paralelo se reducen a uno CJ = CJ1 +CJ2.
La supercorriente Josephson será la suma de la corriente que fluye a través de la juntura
de arriba y de la de abajo, figura 3-4. La diferencia de fase entre la señal de entrada y la
de salida debe ser la misma independientemente de la ruta elegida. Esto quiere decir que
∆Fasearriba = ∆Faseabajo, con





~A · ~ds (3-51)





~A · ~ds, (3-52)
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donde δa,b es la fase intŕınseca a cada juntura y ~A un potencial vectorial externo. Igualando
la 3-51 y la 3-52 se encuentra




~A · ~ds (3-53)




con Φ el flujo de campo magnético y Φ0 = 2π
~
2e
el cuanto de flujo magnético. Reescribiendo




























Se aprecia que lo único que cambia respecto al caso de una sola juntura es el factor constante,
que ahora depende de un flujo de campo externo. Con esto se puede establecer el hamiltoniano
de un qubit de dos junturas cambiando



















(|N〉 〈N + 1|+ |N + 1〉 〈N |)], (3-60)






cambiar fácilmente la relación energética entre la enerǵıa de carga y la Josephson.
3.2.3. Aproximación de dos niveles
Con lo que se lleva hasta ahora sabemos que un qubit compuesto por una o dos junturas es
en general un sistema multi-nivel que depende de la carga de polarización Ng y de la rela-
ción EJ/Ec, fácilmente ajustable por medio de un campo magnético externo (ver ecuación
3.61). En la figura 3-5 se aprecian los autovalores del hamiltoniano en función de Ng para
tres régimenes, el de carga (Ec >> EJ), el de fase (Ec << EJ), y un régimen intermedio
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Figura 3-5.: Autovalores del hamiltoniano de un qubit de una sola juntura En (normalizados
a Ec) en función de la carga de polarización para tres régimenes, panel (a) el
de carga (Ec >> EJ). Panel (b) de fase (Ec << EJ) y panel (c) intermedio
(Ec ≈ EJ). El recuadro del panel (a) muestra un acercamiento en la región de
Ng = 0.5
(Ec ≈ EJ).
En el primer régimen (Panel (a)) se aprecia que la anarmonicidad y la dispersión de los esta-
dos es alta, impidiendo transiciones no deseadas hacia otros niveles, pero haciendo el qubit
muy sensible al ruido (la frecuencia vaŕıa mucho al cambiar levemente Ng), en el régimen
intermedio (Panel (b)) se observa un equilibrio entre la anarmonicidad y la sensibilidad al
ruido. Los llamados qubits de carga se definen como sistemas de una o dos junturas Joseph-
son con Ec > EJ , mientras los qubits transmón son sistemas de dos junturas Josephson que
operan en el régimen Ec . EJ y posibilitan la interacción con un micro-resonador mecánico
[45, 46]; se obtienen tiempos de coherencia y constantes de acople muy altas [26].
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Al asumir la aproximación de dos niveles en el sistema, el hamiltoniano 3.61 (truncado a

















donde σ̂z es la matriz de Pauli, Eel = 4Ec(1− 2Ng) y ẼJ = EJ para el caso de una juntura





para el caso de dos.
3.2.4. Hamiltoniano de la cavidad
La cavidad como gúıa de onda coplanar consiste en una tira superconductora de aproxi-
madamente 10µm de espesor y 1cm de longitud, separada de dos planos superconductores
conectados a tierra por medio de dos tiras paralelas de aislante (espesor aproximado 5µm),ver
figura 3-1 panel (b). La relación largo/espesor permite asumir una cavidad uni-dimensional,
modelada por medio de una serie infinita de inductores (portadores de carga) acoplados
capacitivamente a tierra. La relación de voltajes en cada nodo n, que están conectados un
capacitor cn y un inductor ln, son

























la impedancia caracteŕıstica de la cavidad que suele ser de Z = 50Ω. Reescribiendo las
anteriores ecuaciones en términos de la carga θ y la fase ϕ del sistema, definidos a partir del
efecto Josephson AC y la densidad de carga q:
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que corresponden a la ecuación de onda de un campo electromagnético con velocidad de
grupo v = 1/
√














e imponiendo condiciones de frontera que anulen la corriente en los extremos de la cavidad















donde ωk = kπv/L es la frecuencia de oscilación del campo. Reemplazando θ(x, t) en 3.2.4
y haciendo las equivalencias
√
lφ̇k → p̂k, φk√c → q̂k, se llega al lagrangiano de un oscilador







k) el operador de aniquilación (creación) del modo k. El voltaje en cualquier punto
(x, t) será

































Al ubicar el qubit en el centro de la cavidad, este se va a acoplar favorablemente con un
modo par, asumiendo k = 2, el voltaje de polarización al que se encuentra sometido el qubit
será V (0, t) = V 0rms(â(t) + â




. Para los operadores del campo se ha
omitido el sub-́ındice 2 por ser el modo de más baja enerǵıa que se acopla favorablemente al
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que el volumen efectivo de la cavidad i.e. el volumen que ocupa el campo electromagnético,
es Veff = kLw
2, donde k es la permitividad relativa del aislante, y como L es del orden de
los cent́ımetros y w de los micrómetros, la relación entre el volumen efectivo de la cavidad
y el la longitud de onda del modo fundamental λ al cubo (volumen que ocupa la radiación)
sera del orden de Veff/λ
3 ∼ 10−9.
Por otra parte el factor de calidad Q viene determinado tanto por la contribución del circuito
LC o factor de calidad interno Qint (si se consideran mecanismos de pérdidas menores por
imperfecciones de la cavidad seŕıa RLC) como por la contribución del acople capacitivo de la

















y α un parámetro relacionado con la impedancia total de la cavidad, conocido como cons-
tante de atenuación. Cuando el acople con el medio externo es muy grande, Qext impera
sobre Qint, y se pueden lograr cavidades de Q = 10
3 − 104. Sin embargo, cuando el acople
al exterior es débil, Qint >> Qext y por lo tanto se puede llegar a tener un factor de calidad
del orden de 106.
3.2.5. Derivación del hamiltoniano qubit-cavidad
Para considerar la interacción entre el qubit superconductor y el voltaje generado por la
radiación confinada en la cavidad, se debe adicionar al voltaje de polarización constante
inducido en el qubit por la variación de carga en el superconductor Vg (ver figura 3-3), el
componente cuántico dado por el confinamiento de carga en la cavidad












(â+ â†)(N̂ −Ng) (3-76)
+O((â+ â†)2), (3-77)












(â+ â†)(1− 2Ng − σ̂z) + ~ω2â†â,
1Contribuciones no lineales relacionadas con la auto-interacción del campo.
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que puede ser reescrito de forma que el sistema desacoplado sea diagonal, para ello basta
con ver que para EJ = 0 los auto-estados de 3.2.3 son |G〉 = |−〉 y |X〉 = |+〉2, pero śı
Eel = 0 se tiene en su lugar |G〉 = |+〉+|−〉√2 y |X〉 =
|+〉−|−〉√
2
. Definiendo los nuevos estados























tan θ = EJ/Eel, (3-80)





σ̂′z = cos θσ̂z − sin θσ̂x (3-81)
σ̂′x = sin θσ̂z + cos σ̂x. (3-82)










(â† + â)(2Ng − 1 + cos θσ̂′z − sin θσ̂′x) (3-84)





Cuando se tiene Ng = 1/2 y θ = π/2 (régimen de fase), se obtiene el hamiltoniano t́ıpico de
los sistemas cavity-QED,







donde se asumió ωc = ω2, Ω = ωa, σ̂ = |G〉 〈X|, σ̂† = |X〉 〈G| y se sumo una constante ωa2
al hamiltoniano para mover el punto de referencia energética del qubit al estado base.
3.3. Régimenes de acople en el hamiltoniano
cavidad-qubit
En el hamiltoniano del sistema 3-85 el término más importante es el de interacción, pues si
g = 0 la matriz hamiltoniana queda diagonal en la base desnuda del sistema (|e, n− 1〉 qubit
excitado/n− 1 fotones y |g, n〉 qubit en el estado base/n fotones). Mas sin embargo si g 6= 0
el hamiltoniano ya no es diagonal y los auto-estados son la superposición de excitaciones de
la luz y materia (polaritones).
2Los estados |+〉 y |−〉 son auto-estados de σ̂z.
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Si se fuera a utilizar teoŕıa de perturbaciones para el término de interacción (condición
ωc,a > g) la corrección de la enerǵıa de los estados desnudos a segundo orden seŕıa
E(2)αn =





















en donde α corre sobre los ı́ndices del qubit (G base y X excitado). Se aprecia que para
g << ωc,a, es decir, en el régimen de acople fuerte, la corrección a la enerǵıa solo es hecha
por el término proporcional a g2/(ωc−ωa), relacionado con los términos rotantes (âσ̂†+ â†σ̂),
por tanto, los términos anti-rotantes (âσ̂ + â†σ̂†) pueden ser despreciados, esto es conocido
como aproximación de onda rotante o RWA y por medio de ella se llega al modelo de Jaynes-
Cummings
Ĥ ≈ ĤJC = ~ωcâ†â+ ωaσ̂†σ̂ + ~g(â†σ̂ + c.c). (3-89)
Por otro lado, cuando la interacción es del orden de la frecuencia del sistema, la contribución
de los términos anti-rotantes, que es proporcional a g2/(ωc + ωa), debe ser tenida en cuenta
y se dice que el sistema se encuentra en el régimen de acople ultra-fuerte.
3.3.1. Régimen de acople fuerte
El régimen de acople fuerte es fácilmente alcanzado en los sistemas cavidad-qubit tridimen-
sionales y semiconductores. En su descripción, por medio del modelo de Jaynes-Cummings
se toman en cuenta solamente los procesos que conservan la variedad de excitación (ab-
sorción/recombinación), siendo ésta definida como Nexc = â
†â + σ̂†σ̂. El hamiltoniano en
su forma matricial queda diagonal por bloques y es equivalente a infinitos sistemas de dos






~g (n− 1)~ωc + ωa
)
. (3-90)
Al diagonalizarlo se encuentran los autoestados del sistema, conocidos como polaritones o
estados vestidos. Los de menor enerǵıa son llamados polaritones bajos (LP por sus siglas en
inglés) y los de mayor enerǵıa polaritones altos (UP por sus siglas en inglés)
|n−〉 = sin(ϑn) |e, n− 1〉+ cos(ϑn) |g, n〉 (3-91)
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done |n−〉 corresponde a los LP y |n+〉 a los UP, y sus enerǵıas





4ng2 + (ωc − ωa)2
2
. (3-94)
La torre de estados del sistema se muestra en la figura 3-6, en donde se aprecia que tanto





4g2n+ (ωc − ωa)2−
(ωc − ωa)), como la separación entre LP y UP Ωn =
√
4g2n+ (ωc − ωa)2 conocida como
frecuencia de Rab́ı aumenta al variar el número de fotones, esto induce dos nuevos efectos
conocidos como bloqueo y tunelamiento inducido de fotones. El bloqueo de fotones es la
imposibilidad que tiene el sistema acoplado de captar dos fotones consecutivos de la misma
enerǵıa, cuando el primero de ellos tiene la enerǵıa necesaria para llevarlo desde el |n+〉
hasta el |n+ 1,+〉 (flechas azules). Claramente esto no sucede en el caso desacoplado (flechas
verdes punteadas), pues al ser la cavidad y el qubit independientes, la captación de fotones
consecutivos no tiene ĺımite. Por otro lado el tunelamiento inducido de fotones es la tendencia
del sistema a captar dos fotones simultáneos con enerǵıa menor a la diferencia entre |n+〉 y
|n+ 1,+〉 (lineas rojas).
Figura 3-6.: En la figura, en donde se ha considerado δ = ωc − ωa, se muestran los estados
desnudos y vestidos del sistema, junto con sus relaciones energéticas principales
y los respectivos procesos de absorción de fotones, que en los estados vestidos
son el bloqueo de fotones (flechas azules) y el tunelamiento inducido de fotones
(flechas rojas) y en el sistema desnudo la absorción simultánea de fotones
(flechas verdes punteadas).
26 3 Marco teórico
3.3.2. Introducción al régimen de interacción ultra-fuerte
Al considerar los términos anti-rotantes se incluyen los procesos de interacción cavidad-qubit
a dos fotones con el vaćıo cuántico que unen diferentes variedades de excitación e imposi-
bilitan desacoplar el sistema multi-nivel en infinitos sistemas de dos niveles independientes
(como en el régimen de acople fuerte, figura 3-7 panel (a)); y a pesar de que en principio
toda la torre de estados queda conectada, si se analiza el régimen ultra-fuerte con la misma
equivalencia polaritónica del régimen de acople fuerte, figura 3-7 panel (b), se encuentra que
las ramas polaritónicas con la misma paridad3 son unidos por los términos antirrotantes (por
medio de la interacción cavidad-qubit a través del vaćıo cuántico y consiguiente creación o
aniquilación de dos excitaciones), es decir, el hamiltoniano preserva la paridad de los estados,
siendo ésta definida como Π = −σ̂′z(−1)â
†â. Como ejemplo, se tiene que un sistema en el
régimen ultra-fuerte puede evolucionar desde el estado |G, 0〉 hasta el |X, 41〉 y luego regresar
a su estado inicial sin necesidad de un bombeo externo, pero la transición entre el estado
|G, 0〉 y el |X, 40〉 esta prohibida. En el caso del régimen fuerte ninguna de las transiciones
estaŕıa permitida sin bombeo o disipación externa.
Se establece que el régimen de acople ultra-fuerte surge cuando g ∼ ω, pues en este caso
la cercańıa entre las diferentes variedades de excitación hace que los polaritones no puedan
ser asumidos independientes entre śı y los efectos de los términos anti-rotantes es compara-
ble con el de los términos rotantes. En la literatura se ha establecido a partir de medidas
experimentales de las auto-enerǵıas [3] que un sistema se encuentra en régimen ultra-fuerte
si ω/g < 10. La consideración se tomó porque en este art́ıculo se muestra una perfecta
concordancia con el hamiltoniano sin aproximación de onda rotante y una gran divergencia
respecto al de Jaynes-Cummings.
Sin embargo si se desea establecer formalmente una frontera entre reǵımenes, se tendŕıa que
considerar la fenomenoloǵıa intŕınseca a cada régimen y no solo las divergencias energéticas
en los diagramas de dispersión, pues la transición debe ser gradual y entre ambos reǵımenes
hay una región en donde la aproximación de onda rotante no es válida y los efectos subya-
centes al régimen ultra-fuerte no son notorios.
Además, cuando g > ω se ha definido un nuevo régimen de interacción, el régimen de aco-
ple profundo, en donde la radiación y la materia comienzan a desacoplarse de forma que el
sistema se comporta como uno desacoplado cuando g >> ω.
El propósito de esta tesis es realizar un estudio del régimen de acople ultra-fuerte y en
particular la frontera entre los diferentes reǵımenes de interacción en términos de los pola-
ritones. Con ésto se pretende entender cual es el efecto de los términos anti-rotantes sobre
el sistema, sus propiedades ópticas, entrelazamiento y sobre la misma naturaleza de las ex-
citaciones elementales. Para ésto se realizó la derivación del hamiltoniano de un sistema en
3En este contexto la paridad del sistema hace alusión al concepto matemático de número par o impar
aplicado a cada variedad de excitación y no al concepto f́ısico de inversión en las coordenadas espaciales
en el sistema global.
3.4 Entrelazamiento y mezcla 27
circuit-QED, pues el régimen de acople ultra-fuerte es fácilmente conseguido en los circuitos
superconductores compuestos por junturas Josephson.
Figura 3-7.: El sistema cavidad-qubit multinivel en el régimen de acople fuerte puede verse
como una serie infinita de sistemas de dos niveles desacoplados, panel (a).
En el régimen de acople ultra-fuerte, panel (b), los sistemas de dos niveles se
conectan a dos variedades de excitación, resultando en dos cadenas infinitas e
independientes de diferente paridad. La transición entre el estado |G, n〉 y el
|X,n+ 1〉 se da por medio de la interacción cavidad-qubit a través del vaćıo
cuántico.
3.4. Entrelazamiento y mezcla
Dos propiedades básicas para caracterizar la influencia del entorno en la correlación entre los
estados cuánticos de un sistema son el entrelazamiento y la mezcla. La mezcla, calculada a
partir de la entroṕıa lineal S = 1−Tr(ρ̂2) mide la divergencia de la traza del cuadrado de la
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matriz densidad respecto a la de un estado puro (para un estado puro Tr(ρ̂2) = 1), dicho de
otra manera, la entroṕıa lineal mide el grado de pérdida de correlación entre los estados del
sistema y da cuentas de la susceptibilidad que tiene el sistema a perder información debido
a la decoherencia.
En contraposición, el entrelazamiento es la “correlación” que se alcanza entre dos sistemas
como fruto de su interacción y puede generar la violación de las desigualdades de Bell. Dos
sistemas cuánticos se dicen entrelazados si la matriz densidad que los describe no es factori-
zable y por tanto no pueden ser entendidos como un sistema compuesto sino como uno solo,
deslocalizado espacialmente.
Para sistemas de dos qubits interactuantes o de un qutrit con un qubit la concurrencia es una
buena forma de medir el entrelazamiento, sin embargo para sistemas de mayor dimensiona-
lidad solamente se pueden definir testigos. El testigo que ha mostrado ser teóricamente más
confiable para sistemas cavidad-qubit es la negatividad [34], definida como N = 4
∑
|λ|2,
con λ los autovalores negativos de la transpuesta parcial de la matriz densidad. Esto es,
la matriz que resulta luego de trasponer un sub-sistema4 dejando el otro fijo [48, 49]. La
negatividad toma valores entre 0 y 1, donde N = 0 para estados separables y N = 1 para
estados de Bell (máximamente entrelazados).
A pesar de que es muy dif́ıcil medir el entrelazamiento cavidad-qubit, lograr un alto entrela-
zamiento que perdure en el tiempo es el punto de partida hacia la computación cuántica con
múltiples sistemas cavidad-qubit separados espacialmente. Estos permiten obtener entrela-
zamiento qubit-qubit a través de la interacción entre cavidades [7], permiten mayor control
y poseen mayor facilidad de implementación que los sistemas de fotones entrelazados.
3.5. Funciones de correlación temporal
Cuando se desea caracterizar un sistema por medio de su emisión no basta con saber en que
frecuencia y con que intensidad emite, es necesario además conocer el grado de coherencia
de la radiación, la naturaleza de la fuente y la distribución de fotones en el sistema. Para
hacer esto, se puede en primer lugar analizar la interferencia entre los fotones por medio de
un interferómetro de Young. En este caso, la visibilidad del patrón en un punto fijo de la







4Los dos sub-sistemas son el qubit y la cavidad.









es la intensidad del campo proveniente










es la función de correlación a primer orden, que determina la correlación entre los campos
en cada una de las rendijas, es decir, es el término de coherencia mutua.
Cuando el campo en cada una de las rendijas es independiente g(1)(t, τ) = 0 y cuando τ < τ0,







e−iωf τ , (3-96)
con ωf la frecuencia del campo. Por lo tanto la función de correlación a primer orden o
función de auto-coherencia cumple
0 < g(1)(t, τ) 6 1. (3-96)
En particular, g(1)(t, τ) = 1 cuando el tiempo de coherencia es infinito y g(1)(t, τ) = 0 cuando
τ > τ0. Con esto es posible estudiar el tiempo de coherencia (auto-coherencia) de la radiación
emitida por el sistema, pero no se puede decir nada acerca de las propiedades estad́ısticas
de la luz, i.e. la función de correlación de primer orden no diferencia entre un sistema que
se encuentra en un estado de Fock y uno que se encuentra en un estado coherente. Para
ambos casos g(1)(τ) = 1, pero sus distribuciones de fotones son completamente diferentes.
Para estudiar las propiedades estad́ısticas de la luz, se utilizan las funciones de correlación









La cual puede ser medida por medio de un interferómetro HBT, figura 3-8, que involucra
la correlación entre las intensidades en lugar de la correlación entre los campos. En un
interferómeto HBT cada uno de los fotones emitidos por el sistema pasa por un divisor de
haz 50/50, y con igual probabilidad llega a uno de los dos detectores. La diferencia entre los
detectores es un retraso temporal τ en la detección, que puede ser introducido por diferencia
de caminos o mediante un retraso electrónico. La función de correlación de segundo orden
se calcula al correlacionar las coincidencias en ambos detectores y normalizarlas al número
de detecciones. Cuando la radiación es clásica se cumple que g(2)(t, τ) 6 g(2)(t, τ = 0), y
g(2)(t, τ = 0) > 1, es decir, los fotones tienden a llegar en pares. Este fenómeno es conocido
como “bunching” de fotones. En el caso particular de una fuente térmica de un solo modo













Figura 3-8.: Interferómetro HBT, Es usado para medir la correlación de fotones a segundo
orden a partir de las coincidencias entre los detectores 1 y 2. La radiación del
sistema incide en un divisor de haz, que la redirige a dos detectores, entre los
cuales hay una diferencia temporal τ . La grafica de g(2)(τ) utilizada se extrajo
de [55]
se cumple que g(2)(t, τ = 0) = 2 y en el caso de una fuente térmica multi-modal, usualmente
designada como radiación caótica, se satisface g(2)(t, τ = 0) = 1 +
∣∣g(1)(t, τ = 0)∣∣ y por tanto
1 < g(2)(t, τ = 0) < 2.
Por otro lado, cuando se tiene un estado coherente se cumple g(n)(t, τ = 0) = 1 para todo n,
en donde








Si g(n)(t, τ = 0) = 1 se dice que la radiación es coherente a orden n.
En contraposición al “bunching” de fotones clásico y a la condición 1 6 g(2)(t, τ = 0) 6 2,
cuando se tiene radiación cuántica se cumple que g(2)(t, τ = 0) < 1 y junto a eso g(2)(t, τ) >
g(2)(t, τ = 0), o que g(2)(t, τ = 0) > 2. En el primer caso se dice que el sistema presenta
“anti-bunching” de fotones, pués estos tienden a llegar espaciados en el tiempo. En particular
si el estado del sistema es un estado de Fock |n〉 con n = 0, 1, entonces g(2)(t, τ = 0) = 0,
pero si n > 2
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El otro caso de radiación cuántica es aquel que presenta g(2)(t, τ = 0) > 2, pues sus estados
son altamente correlacionados, tal como pasa en los estados tipo gato de Schrödinger y en
los estados “squeezed”. Un tratamiento más amplio de las funciones de correlación puede
encontrarse en [54]. Por ahora se procederá a explorar otra faceta de las funciones de corre-
lación, la posibilidad de determinar los momentos estad́ısticos de la distribución de fotones
del sistema µn, por medio de estas. Los momentos estad́ısticos se definen como [56, 57]
µn = 〈(n− 〈n〉)n 〉 , (3-96)
donde 〈n̂〉 es el número medio de fotones en la cavidad. Haciendo uso de las propiedades de
conmutación entre los operadores de creación y aniquilación de fotones se encuentra
µ2 = g(2)(τ = 0) 〈n̂〉2 − 〈n̂〉 (〈n̂〉 − 1) (3-97)
µ3 = g(3)(τ = 0) 〈n̂〉3 − 〈n̂〉 (〈n̂〉 − 1)(3g(2)(τ = 0) 〈n̂〉 − 2 〈n̂〉+ 1) (3-98)
µ4 = g(4)(τ = 0) 〈n̂〉4 − µ(3) 〈n̂〉+ µ(2) 〈n̂〉2 + 3g(3)(τ = 0) 〈n̂〉 (3-99)
+(〈n̂〉 − 1) 〈n̂〉 (3g(3)(τ = 0) 〈n̂〉2 + g(2)(τ = 0) 〈n̂〉 (7− 2 〈n̂〉) + 1− 2 〈n̂〉).
A partir de los momentos estad́ısticos es posible calcular la desviación estándar σ =
√
µ2,
la asimetŕıa de la distribución y la forma de ésta. La desviación estándar indica que tanto
se alejan los datos de la media, es decir, la oscilación del número de fotones en la cavidad.
En la figura 3-9 panel (a) se comparan tres distribuciones de fotones (asumidas normales)
con diferente σ. La asimetŕıa de la distribución, o cercańıa de los datos al valor medio se
estudia por medio la relación µ3/σ3, conocida como coeficiente de asimetŕıa de Fisher γF . En
la gráfica 3-9 panel (b) se comparan tres distribuciones con diferentes grados de asimetŕıa,
asimetŕıa a la izquierda, asimetŕıa nula y asimetŕıa a la derecha. Si γF < 0 hay más estados
de fotones con probabilidad no nula a la izquierda que a la derecha. γF > 0 es el caso opuesto
y si γF = 0 se tiene una distribución simétrica. Finalmente la forma de la grafica se estudia
por medio del coeficiente de forma o curtosis β2 =
µ(4)
σ4
− 3. Si la distribución de fotones se
ajusta a una Gaussiana, β2 = 0 y se dice que ésta es mesocúrtica. Si es más aplanada y
por tanto contribuyen más estados en la dinámica se llama platicúrtica y se cumple β2 < 0.
Además, si la distribución es mas empinada que la normal se llama leptocúrtica y se cumple
β2 > 0. En el panel (c) de la figura 3-9 se muestran tres distribuciones con diferente curtosis.

















Figura 3-9.: Propiedades estad́ısticas de una distribución. En el eje x se grafica el número de
fotones y en el eje y la probabilidad. Todas las distribuciones están centradas en
el número medio de fotones 〈n̂〉. En el panel (a) se muestran tres Gaussianas con
diferente desviación estándar σ. En el panel (b) se muestran tres distribuciones
con diferentes grados de asimetŕıa, la de la izquierda es asimétrica a la izquierda
γF < 0, la del centro es simétrica γF = 0 y la de la derecha es asimétrica a
la derecha γF > 0. En el panel (c) se muestran tres formas de distribución
diferente, la platicúrtica para β2 < 0, la normal o mesocúrtica para β2 = 0 y
la leptocúrtica para β2 > 0.
4. Resultados y análisis
Después de haber derivado el hamiltoniano de dos junturas superconductoras Josephson aco-
pladas capacitivamente a una cavidad coplanar y encontrar que bajo determinados parámetros
el sistema superconductor actúa como un sistema cavidad-qubit, se procede a analizar el caso
en donde la interacción es del orden de las frecuencias de los sistemas individuales, donde
la diferencia energética entre los auto-valores del hamiltoniano de diferente variedad de ex-
citación es comparable con la que hay entre los auto-valores de la misma variedad. Bajo
estas condiciones el sistema sufre un rompimiento de la simetŕıa y se inducen dos nuevos
reǵımenes de interacción. Estos son el régimen de acople fuerte y el ultra-fuerte.
En este capitulo se analiza la fenomenoloǵıa asociada a cada régimen de interacción y se
propone una condición para delimitar la frontera entre ellos. En primer lugar realizamos una
transformación de Bogoliubov-deGennes al hamiltoniano para expresarlo en la base vestida
y distinguir los efectos de cada conjunto de parámetros sobre los estados. Posteriormente
se estudian las auto-enerǵıas y la expansión de los auto-estados en la base desnuda. Para
esto se calculan de los coeficientes de Hoppfield y los diagramas de dispersión. Finalmente se
caracteriza la dinámica hamiltoniana y asintótica por medio del análisis de las poblaciones,
coherencias, funciones de correlación temporal, mezcla y entrelazamiento.
4.1. Términos anti-rotantes como bombeo
El hamiltoniano anteriormente derivado ~(ω + δ)â†â + ~ωσ̂†σ̂ + ~g(â† + â)(σ̂† + σ̂) esta
expresado en la base que diagonaliza el sistema desnudo (sin interacción). Si se desprecian
los términos anti-rotantes la base vestida o diagonal del sistema corresponde a los polaritones
bajos (LP) y altos (UP). Los operadores los definen son la superposición de la radiación y la
materia. Como se tiene un solo qubit, el cuál es un sistema de dos niveles, no hay distinción
entre realizar un tratamiento bosónico o fermiónico para el mismo. Ahora, al considerar los
términos anti-rotantes y romperse la conservación de la variedad de excitación, se puede
hacer una transformación de Bogoliubov-deGennes a la base de polaritones bajos y altos,
definida por los operadores
α̂LP = uâ− vσ̂ (4-1)
α̂UP = v
∗â+ u∗σ̂, (4-2)
con la cuál se puede dilucidar el efecto de los términos anti-rotantes, pues son los que dan
la interacción entre LP y UP. Para asegurar la unitariedad de la transformación se exige
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. Esto implica que Im(u∗v) = 0, es decir la diferencia de fase





















4g2 + (ωc − ωa)2, (4-6)




LP α̂LP + E1+α̂
†
UP α̂UP , (4-6)
donde E1± viene dado por la ecuación (3-94). Al aplicar la misma transformación en el
hamiltoniano completo se obtiene
ĤP = E1−α̂
†
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UP + α̂LP α̂UP
)
. (4-6)
Se ha exigido que ϕu + ϕv = 0 con el fin de remover un factor de fase. Se evidencia que
los términos anti-rotantes actúan como un bombeo de polaritones no lineal. El primer y
segundo término son bombeos directos que crean un sólo tipo de polaritones, proporcionales
a ~g
2
bajo condiciones de resonancia. El último término, un bombeo no lineal mixto que crea
tanto polaritones bajos como altos, es análogo al potencial de pares superconductor bajo
campo medio, pero con estad́ıstica bosónica. Es proporcional a la disonancia cavidad-qubit
δ = ωc − ωa, siendo mayor su efecto cuando ésta es negativa, es decir, cuando ωc > ωa.
A partir de este resultado se espera que el sistema presente comportamientos no-lineales,
tales como surgimiento de nuevas coherencias y funciones de correlación temporal no nulas,
oscilación de las poblaciones, estado asintótico para un régimen disipativo y que debido al
bombeo mixto se resalten los efectos del régimen ultra-fuerte no solo con la interacción sino
también con la disonancia.
4.2. Coeficientes de Hoppfield
La primera consecuencia evidente de que los términos anti-rotantes sean un bombeo de
polaritones es que la variedad de excitación no se conserva y además al ser no lineal, las
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excitaciones van a ser hacia estados de la misma paridad, por tanto la cantidad conserva-
da en el sistema (conmuta con el hamiltoniano) es el operador de paridad definido como
Π̂ = −σ̂zeiπâ
†â. Esto se puede ver en el cuadro 4-1, en donde se han seleccionado los estados
desnudos (columnas) que no son nulos en la expansión de cada uno de los auto-estados del
hamiltoniano (filas). Por facilidad de notación se ha conservado el nombre de polaritones al-
tos y bajos |n±〉; se aprecia que los polaritones de la misma paridad poseen contribuciones de
los mismos estados, i. g. la primera rama polaritónica |1±〉 y la quinta |5±〉 poseen paridad
impar, y por tanto contribuyen solamente los estados con variedad de excitación impar, mas
sin embargo en el ĺımite de validez de la RWA las únicas contribuciones realmente notorias
deben ser las de primera o quinta variedad de excitación respectivamente. Esto nos indica
una clara transición en el tipo de part́ıcula cuando la enerǵıa de las excitaciones de materia
o luz se vuelve comparable con la enerǵıa de interacción. Para analizar ésta transición no
basta con el cuadro 4-1, pues en ella no se muestra que tan grandes son los coeficientes de
expansión o de Hoppfield a medida que el sistema se adentra en el régimen ultra-fuerte. En
la figura 4-1 se presentan histogramas de los coeficientes de Hoppfield para diferentes valores
de ωc/g y ωa/g, en los cuales se ha conservado la notación numérica para los estados del
cuadro 4-1. La transformación entre la notación numérica y de Dirac se hace por medio de
|Xn〉 → 2 + 2n y |Gn〉 → 1 + 2n.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
|G0〉 |X0〉 |G1〉 |X1〉 |G2〉 |X2〉 |G3〉 |X3〉 |G4〉 |X4〉 |G5〉 |X5〉 |G6〉
|0+〉 X X X X X X X
|1−〉 X X X X X X
|1+〉 X X X X X X
|2−〉 X X X X X X X
|2+〉 X X X X X X X
|3−〉 X X X X X X
|3+〉 X X X X X X
|4−〉 X X X X X X X
|4+〉 X X X X X X X
|5−〉 X X X X X X
|5+〉 X X X X X X
|6−〉 X X X X X X X
|6+〉 X X X X X X X
Tabla 4-1.: Estados de la base desnuda (columnas) que contribuyen a cada uno de los auto-
estados del sistema (filas). Se ha adoptado la misma notación que se utiliza en
el régimen de acople fuerte referente a los polaritones bajos y altos. Los de color
azul son los únicos que contribuyen cuando se hace la aproximación de onda
rotante.
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Figura 4-1.: Coeficientes de Hoppfield para el estado |0+〉 con diferentes valores de ωc/g y
ωa/g.
En el panel (a) (figura 4-1) se aprecia que a medida que el sistema entra en el régimen ultra-
fuerte el primer auto-estado (o estado base) correspondiente a la variedad de excitación cero
deja de ser el estado vaćıo y las contribuciones de ordenes superiores generadas por los bom-
beos directos de polaritónes llegan hasta la segunda variedad de excitación. En el panel (b)
estas contribuciones se acrecientan, llegando a pesar un 40 % y extendiéndose hasta la cuarta
variedad. Aqúı comienza a ser evidente la transición en la naturaleza de las part́ıculas, pues
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un polaritón ya no es más la superposición entre una excitación de la materia y n fotones,
sino una superposición entre los infinitos estados de fotones y una excitación en la materia
que da como resultado un numero medio de n fotones. Esta redefinición introduce el pola-
ritón como una distribución de part́ıculas, es decir, en el régimen ultra-fuerte el sistema no
es de un solo fotón.
Por medio de las gráficas (c)-(e) se puede analizar la influencia del bombeo mixto. Compa-
rando el panel (d) y (f) con el (b) se aprecia que el efecto del bombeo para un factor de
proporcionalidad negativo es apenas notorio cuando éste toma su valor máximo, que es cuan-
do la frecuencia del qubit es despreciable respecto a la de la cavidad, panel (e). Sin embargo,
en el caso de un factor positivo el potencial induce el esparcimiento de la probabilidad sobre
toda la torre de estados. En el panel (c) se observa que la contribución de los términos de
orden superior es mayor al 70 % y en el panel (e), en donde la probabilidad se ha esparcido
de manera casi homogénea sobre todos los estados, llegando a tener contribuciones de la va-
riedad de excitación 400 al estado |0+〉, es mayor al 92 %. En este punto se espera una nueva
transición de régimen, que puede ser al régimen profundo, pues los términos anti-rotantes
son mayoritarios y la dinámica será gobernada por las variedades de excitación alejadas y
debido a esto se aprecia correlación entre los estados del sistema.
4.3. Diagramas de dispersión
Para poder establecer una frontera entre los dos régimenes de interacción y saber cuando es
necesario considerar los polaritones como distribuciones estad́ısticas, se realizará el estudio
de los diagramas de dispersión i.e. las enerǵıas de las excitaciones elementales. Estos han
dictaminado la frontera entre los régimenes de acople debido a que pueden ser parcialmente
reconstruidos a partir del espectro de fotoluminiscencia [50, 48, 6] y dan información respecto
a la naturaleza de los auto-estados. En particular, por medio de las discrepancias en un
diagrama de dispersión entre el modelo de Jaynes-Cummings y un sistema real cavidad-qubit
se reportó en el 2009 la obtención del régimen ultra-fuerte [3], establecido en la literatura
a partir de ωc/g 6 10. En esta sección se analiza la f́ısica involucrada en ésta transición y
se propone una ecuación para delimitar la frontera entre los régimenes, donde se tiene en
cuenta la disonancia cavidad-qubit y el nivel energético en el que se encuentra el sistema.
En la figura 4-2 se muestra el diagrama de dispersión del sistema para ωc/g = 10, se puede
ver que las divergencias entre el modelo con aproximación RWA (azúl) y el exacto (negro)
comienzan a ser significativas para ωa < 4g y se acentúan cuando la variedad de excitación
n es alta, véase el recuadro. Al analizar las diferencias energéticas entre los polaritones para
éstos valores se encuentra que cuando la diferencia energética entre los polaritones LP y UP
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Figura 4-2.: Diagrama de dispersión para el sistema cavidad-qubit de las primeras nueve
ramas polaritónicas con aproximación de onda rotante (Azúl) y sin aproxi-
mación (Negro). Se ha fijado la frecuencia de la cavidad en ωc/g = 10. Se
diferencian las regiones en donde la aproximación RWA es valida y el siste-
ma se encuentra en el régimen fuerte, las regiones donde el sistema está en el
régimen ultra-fuerte (UF) y en el profundo (P).
se favorece la transición entre una variedad de excitación y la siguiente, y por tanto el





















En la figura 4-2 esta condición no se satisface para la región en azúl, es decir, cuando
ωc/g = 10 y n < 8, se mantiene el régimen de acople fuerte cerca de la resonancia.
Además, cuando ωa/g ≈ 0 la diferencia energética entre el polaritón |n,−〉 y |n+ 1,−〉 es
menor que la existente entre el |n,−〉 y |n,+〉, y se verá que en éste caso el sistema realiza
una transición al régimen de acople profundo (P), en donde la contribución de los estados
de variedades de excitación alejadas es más importante que la de la variedad de excitación
n. Al considerar ωc/g = 4 en la figura 4-3, donde la condición 4.6 se cumple para todo
valor de n y ωa/g, se observa que se acrecientan las discrepancias entre las auto-enerǵıas
del modelo exacto (negro) y el aproximado (azul). Las discrepancias más importantes son
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Figura 4-3.: Diagrama de dispersión para el sistema cavidad-qubit con aproximación de
onda rotante (Azul) y sin aproximación (Negro). Se ha fijado la frecuencia
de la cavidad en ωc/g = 4. Se diferencian las regiones en donde el sistema
está en el régimen ultra-fuerte (UF) y en las que está en el profundo (P). En
ćırculos rojos se destacan las principales divergencias entre el modelo exacto y
el aproximado.
resaltadas en los ćırculos rojos y en el recuadro. Se aprecia que a medida que la variedad
de excitación crece, éstas se presentan a mayores frecuencias del qubit. Además se pueden
observar en el modelo aproximado corrimientos de cruces entre los polaritones, como el que
se ve entre el estado |2+〉 y |3−〉 y entre el |3+〉 y |4−〉. También se aprecia un anti-cruce
en el modelo aproximado entre el polaritón |4+〉 y |5−〉 que no aparece en el modelo exacto,
éste es causado por la pérdida del ordenamiento LP-UP. En el modelo exacto esto genera
un cruce en resonancia entre los estados |4+〉 y |5−〉 y en el aproximado conduce a que se
presenten dos cruces entre el polaritón |3+〉 y el |4−〉 cuando debeŕıa ser solo uno. Es decir, los
términos anti-rotantes protegen la ordenación LP-UP a mayores exitaciones de lo permitido
por el modelo de Jaynes-Cummings. Sin embargo, la mayor evidencia de un nuevo régimen
de interacción y del cambio de naturaleza en los polaritones son los anti-cruces entre estados
de la misma paridad y diferente variedad de excitación, no modelados en aproximación de
onda rotante. Uno de estos es mostrado en el recuadro entre los polaritones |10+〉 y |12−〉.
Por otro lado, cuando la diferencia energética entre el polaritón |n,−〉 y |n+ 1,−〉 es menor
a la existente entre el |n,−〉 y |n,+〉 se aprecia que los polaritones sucesivos de diferente
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paridad convergen a un mismo valor de enerǵıa y las discrepancias con el modelo exacto se
aprecian también en la concavidad de la curva.
Finalmente, cuando ωc = g, el régimen UF solo se presenta para ωa > ωc y bajas variedades
P
UF










Figura 4-4.: Diagrama de dispersión para ωc/g = 1.0, en donde se aprecian grandes discre-
pancias entre las auto-enerǵıas del modelo RWA (Azúl) y el modelo completo
(Negro). Se destacan en los ćırculos rojos las principales discrepacias y se di-
ferencian las regiones en donde el sistema está en el régimen ultra-fuerte (UF)
y en las que está en el profundo (P).
de excitación, figura 4-4. En el régimen UF se aprecia una vez más que la discrepancia entre
las enerǵıas de los polaritones entre el modelo exacto y aproximado a pesar de ser grandes,
se mantienen como una “corrección a la enerǵıa”, sin embargo en el régimen profundo (P),
el polaritón en el modelo exacto |n−〉 se encuentra más cerca del |n+〉 del modelo con
RWA que del mismo |n−〉. Ésto indica claramente que la influencia de las variedades de
excitación alejadas sobre la enerǵıa de cada estado |n±〉 es mucho mayor a la que generan los
estados pertenecientes a la variedad de excitación n. La condición del régimen P se establece
exigiendo que la suma de las frecuencias de los sub-sistemas sea menor a la frecuencia de
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donde el factor 0.5 representa la enerǵıa del vaćıo. Es de notar que la forma de la condición
4.3 es una consecuencia no-lineál de los términos anti-rotantes. Se encuentra un estado base
de enerǵıa no nula, en donde es altamente probable que el sistema absorba constantemente
fotones del vaćıo cuántico. La distribución energética de los autoestados deja de ser por
LP-UP intercalados y los polaritones bajos se agrupan a bajas enerǵıas; generando que los
anticruces solo estén presentes en el modelo exacto. Esto puede verse en los dos ćırculos rojos
superiores entre los estados |8−〉 y |6−〉 y entre los |7−〉 y |9−〉.
En el circulo rojo inferior se aprecia un falso cruce en el modelo RWA, debido a que los
estados involucrados pertenecen a variedades de excitación diferentes. En el modelo exacto
por su parte, se puede el anti-cruce, pues son estados de la misma paridad y la naturaleza
de los polaritones es la misma en el régimen UP que en el P.
4.4. Dinámica hamiltoniana
Para caracterizar la frontera entre el régimen UF y P, no entendida de forma clara en los
diagramas de dispersión se analiza la dinámica de las poblaciones y coherencias. En la figura
4-5 se aprecia la evolución de las poblaciones para ωc/g = 1.0 y dos diferentes estados ini-
ciales. En el Panel (a) se ha fijado ωa/g = 1.0 y como condición inicial el estado |G0〉, pues
bajo éstos parámetros se asegura el régimen ultra-fuerte y se logra apreciar que a diferencia
del régimen fuerte, en el UF surge dinámica a partir del estado base. Debido a la influencia
permanente de los términos anti-rotantes, se aprecia dinámica no periódica hasta la sexta
variedad de excitación, siendo el estado base el más probable a lo largo del tiempo.
Por otro lado, en el panel (b) y (c) en donde se asegura un régimen UF, se aprecia un sur-
gimiento de la periodicidad donde el sistema parte del estado inicial hacia hacia variedades
de excitación alejadas, para luego retornar. Esto se evidencia al observar que luego del pico
periódico del estado base se presentan picos sucesivos referentes a variedades de excitación
cada vez más alejadas. Además, al observar el panel (c) en donde puede surgir dinámica sin
necesidad de los términos anti-rotantes, se aprecia la gran diferencia en el régimen periódico
del régimen fuerte y del profundo, pues al conservarse la variedad de excitación en el caso del
régimen de acople fuerte, la oscilación de las poblaciones es armónica e involucra solamente
dos estados.
Por otro lado, al analizar las coherencias del sistema, que son las interacciones efectivas que
se generan entre los estados desnudos, figura 4-6, se aprecia que a diferencia del régimen
ultra-fuerte, fila a, donde no se evidencia periodicidad y las únicas coherencias no nulas son
las relativas a los términos rotantes y a los anti-rotantes; cuando el sistema hace la transición
al régimen de acople profundo, filas b y c, se inducen nuevas coherencias, ρ0G2G y ρ1X3X ,
las cuales crean dos fotones en la cavidad dejando inalterado el estado del qubit. Estas se
encuentran relacionadas con la auto-interacción ((â† + â)2, interacción del campo electro-
magnético con la polarización que genera en el entorno). Canónicamente ésta interacción
es la que define el régimen profundo [11], debe ser considerada para ωa,c < g. Sin embargo
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Figura 4-5.: Evolución de las poblaciones para ωc/g = 1.0. Panel (a) ωa/g = 1.0 con estado
inicial |G0〉. Panel (b) ωa/g = 0.5 con estado estado inicial |G0〉. Panel (c)
ωa/g = 0.5 con estado estado inicial |X1〉. Se grafican los primeros 11 estados
pares con el modelo completo, y cuando corresponda, el estado |G0〉-RWA,
|G2〉-RWA y |X1〉-RWA, que son la solución del modelo con aproximación
RWA.
este resultado dice que sin necesidad de incluir el término de auto-interacción, los términos
anti-rotantes generan la fenomenoloǵıa que éste produciŕıa, la cuál se diferencia de la gene-
rada en el régimen ultra-fuerte no por la naturaleza de las excitaciones elementales, sino por
surgimiento de periodicidad, y tal como se ve en los coeficientes de Hoppfield y se verá en la
inversión de población y en las funciones de correlación temporal, surgimiento de coherencia
global. La inversión de población, es decir, el valor esperado de 〈σ̂z〉 se muestra en la figura
4-7. En el panel (a) se observa que para ωc/g = 1.0, ωa/g = 1.0 y estado inicial |G0〉 (régimen
ultra-fuerte), el qubit permanece la mayor parte del tiempo des-excitado, pero no es posible
aseverar que en algún instante de tiempo el qubit se encuentre con seguridad en el estado
excitado o en el base, a diferencia de lo que sucede cuando se presenta el régimen profundo
ωc/g = 1.0, ωa/g = 0.5, panel (b) y (c), en donde se puede asegurar que de forma periódica
el qubit regresa al estado inicial, pero la mayor parte del tiempo éste presenta una inversión
de población nula, es decir, la única forma de que no sea igual de probable encontrar el qubit
en el estado excitado que en el estado base, es que éste se encuentre en el estado inicial.
En el panel (c) se aprecia que a pesar que en el régimen fuerte el promedio temporal de la
inversión de poblaciones es cero, la probabilidad de obtener el qubit en el estado excitado no
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Figura 4-6.: Evolución de las coherencias reales (izquierda) e imaginarias (derecha) para
ωc/g = 1.0. Fila a ωa/g = 0.5 con estado estado inicial |X1〉. Fila b ωa/g = 1.0
con estado inicial |G0〉. Fila c ωa/g = 0.5 con estado estado inicial |G0〉. En
cada figura se relacionan las convenciones de colores con el componente matri-
cial. La convención −RWA indican que que para la obtención del componente
matricial se utilizo el modelo de Jaynes-Cummings.
es constante como en el régimen profundo sino que oscila con el tiempo. La razón para esto es
que en el régimen profundo el qubit y la cavidad no interactuan por medio de un solo fotón,
sino que surge la creación o aniquilación coherente de dos fotones en el sistema, como tal el
qubit puede ser un generador de coherencia en la radiación. Esto puede estudiarse por medio
de las funciones de correlación temporal de fotones. Estas funciones son fácilmente medibles
en el laboratorio por medio de interferómetros. En la figura 4-8 es graficada su evolución
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Figura 4-7.: Valor esperado de 〈σ̂z〉 para ωc/g = 1.0. Panel (a) ωa/g = 1.0 con estado inicial
|G0〉. Panel (b) ωa/g = 0.5 con estado inicial |G0〉. Panel (c) ωa/g = 0.5 con
estado inicial |X1〉. Un valor de 1 indica que el qubit se encuentra en el estado
excitado y un valor de −1 indica que se encuentra en el estado base.
junto con la del número de fotones y estado inicial del sistema. En el panel (a) se aprecia que
cuando el sistema no ha adquirido periodicidad ωc/g = 1.0, ωa/g = 1.0 y estado inicial |G0〉,
la dinámica es influenciada por los términos anti-rotantes, generando un número medio de
fotones bajo (menor a tres) y altas correlaciones entre los estados de variedades de excita-




< 0. Como se dijo en el marco
teórico, es ésta condición la satisfacen los estados squeezed y los tipo gato de Schrödinger.
En este caso se estaŕıa induciendo compresión estad́ıstica de las cuadraturas. Por otro lado,
cuando ωc/g = 1.0, ωa/g = 0.5 y estado inicial |G0〉 las funciones de correlación solamente
divergen en el momento en que la probabilidad de encontrar el sistema en el estado inicial es
máxima y el número de fotones es cero, de resto se presenta coherencia total, pues a pesar
de que el número de fotones oscila entre 15 y 1, las funciones de correlación de segundo,
tercer y cuarto orden son no nulas y toman un valor de 1. El panel (c), que posee los mismos
parámetros energéticos que el (b) pero con un estado inicial que permite dinámica no nula
sin términos anti-rotantes, presenta para el modelo exacto funciones de correlación cuyos
valores oscilan entre 1 y 2, lo que indica radiación caótica. Para el modelo con aproximación
de onda rotante la función de correlación de tercer orden es nula y la de segundo se mantiene
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Figura 4-8.: Evolución del número medio de fotones, funciones de correlación temporal
y estados iniciales para el sistema cavidad-qubit con ωc/g = 1.0. Panel (a)
ωa/g = 1.0, estado inicial |G0〉. Panel (b) ωa/g = 0.5, estado inicial |G0〉. Panel
(c) ωa/g = 0.5, estado inicial |X0〉. Son graficadas tanto los resultados con el
modelo completo como los no nulos para el modelo aproximado (−RWA). En
el panel (a) se dibuja una linea horizontal en 1.
entre 0 y 0.5, coincidiendo con la población |2G〉, e indicando que es un sistema de un solo
fotón netamente cuántico.
A partir de las funciones de correlación de fotones es posible también calcular propiedades
estad́ısticas de los fotones en la cavidad, tales como la desviación estándar, la asimetŕıa de
Fisher y la curtosis. Estas son mostradas en la figura 4-9. Dejan ver que para el caso (a) la
falta de periodicidad viene dada por la contribución de los estados de variedades de excita-
ción alejadas a la condición inicial que no es mayor que la contribución de la misma variedad
de excitación. Esto se puede ver porque β2 > 0 y se tiene una distribución mas empinada que
una distribución normal, esto es conocido como distribución leptocúrtica. Esta contribución
de estados de variedades de excitación altas no es despreciable porque la distribución es
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Figura 4-9.: Evolución del número medio de fotones, desviación estándar
√
s2, coeficiente de
asimetŕıa de Fisher γF , curtosis β2 y estados iniciales para el sistema cavidad-
qubit con ωc/g = 1.0. Panel (a) ωa/g = 1.0, estado inicial |G0〉. Panel (b)
ωa/g = 0.5, estado inicial |G0〉. Panel (c) ωa/g = 0.5, estado inicial |X0〉. Son
graficadas tanto los resultados con el modelo completo como los no nulos para
el modelo aproximado (−RWA). En el panel (a) se dibuja una linea horizontal
en 1.
asimétrica a la derecha, por tener γF > 0 y la desviación estándar
√
s2 del mismo orden que





En el caso de los paneles (b) y (c) el sistema se distribuye con una muy ligera asimetŕıa a la
derecha. En el panel (b), donde se ha adquirido una completa coherencia, la distribución es
normal (β2 = 0) y con una desviación estándar más pequeña que en el (c). En este último
se tiene una distribución platicúrtica (β2 < 0), pues hay contribuciones de más estados a
la emisión. En el modelo con aproximación de onda rotante, el sistema solo presenta una
distribución estad́ıstica para el caso en que el estado inicial es |X1〉, panel (d), la cual, debido
a que se preserva el número de part́ıculas, resulta ser normal (β2 = 0) y simétrica (γF = 0),
con desviación estándar menor a 0.5, y que alcanza su máximo valor cuando los estados
involucrados en la dinámica son equiprobables (No se graficó γF ni β2 para el caso de RWA
porque toma valor nulo para todo el tiempo).
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4.5. Dinámica disipativa
En la sección anterior se analizó la evolución de un sistema de circuit-QED ideal, consi-
derándolo aislado del entorno. Pero los sistemas reales se enfrentan a mecanismos de di-
sipación que inducen decoherencia. En el caso de los sistemas superconductores es posible
obtener el régimen ultra-fuerte sin necesidad de utilizar cavidades de alto factor de calidad.
Esto con el fin de realizar lecturas rápidas. En adelante se va a asumir una cavidad con
Q ≈ 103. Normalmente en circuit-QED son al menos un orden de magnitud más grandes,
pero el objetivo de fijar κ/g = 10−3 es analizar como se ven afectadas las propiedades ya
estudiadas del sistema ideal ante una decoherencia grande. Los resultados son generalizables
para Q < 106, pues para cavidades de alto factor de calidad debe ser considerada la emisión
espontánea del qubit.
Ahora, en lugar de volver a estudiar la evolución del sistema, en la cuál solo se apreciará un
decaimiento en las poblaciones y coherencias, se estudiará el estado asintótico, que para un
tasa de disipación de κ/g = 10−3 es de rápida obtención. En la figura 4-10 se grafican las
poblaciones, funciones de correlación, parámetros estad́ısticos y parte real de las coherencias
para dos conjuntos de parámetros, Columna Izquierda: ωc/g = 1.0, κ/g = 10
−3 y ωa variable,
y Columna Derecha: ωa/g = 1.0, κ/g = 10
−3 y ωc variable.
Comparando el panel (a) con el (b) de la figura 4-10, se aprecia un cambio en la concavidad
del número de fotones como función de las frecuencias caracteŕısticas, esto viene relacionado
con el bombeo mixto de polaritones, que tiene su máximo aporte cuando la frecuencia de la
cavidad es mas pequeña que la del qubit, pues la enerǵıa que se tiene que extraer del vaćıo
para generar fotones en la cavidad es mucho menor. Por tanto, al disminuir la frecuencia del
qubit la emisión de fotones se satura en un valor constante, pero al disminuir la frecuencia
de la cavidad la ganancia de fotones no tiene ĺımite. De la misma manera, se aprecia que el
sistema gana y pierde coherencia más rápidamente al variar la frecuencia de la cavidad, ya
que mientras en el panel (a) el sistema adquiere coherencia completa para ωa/g = 0.05 o va-
lores menores, en el panel (b) el sistema ha adquirido completa coherencia desde ωc/g = 0.2.
Además mientras que para ωa > ωc en el panel (a) se presenta alta correlación entre los
estados, en el panel (b) tan solo se presenta dinámica caótica y posteriormente ausencia de
fotones en la cavidad. Con esto se explica por qué en los diagramas de dispersión se presentan
nuevos anti-cruces y se observan corrimientos en los cruces cuando se adentra en el régimen
UF a partir de disminuir ωc/g y tan solo se aumentaban las discrepancias respecto al modelo
exacto cuando se disminuye ωa/g.
Por otro lado, al igual que el número de fotones, la curtosis, desviación estándar y asimetŕıa
de Fisher tienden a un valor fijo cuando se vaŕıa la frecuencia del qubit (panel (c)), con-
vergiendo para valores iguales o menores que ωa/g = 0.05 a una distribución leptocúrtica y
asimétrica a la derecha, pero con una desviación estándar del mismo valor que el número
medio de fotones, lo que indica que a pesar de tener radiación coherente el sistema no se
encuentra en el régimen óptimo para investigar su emisión con el propósito de desarrollar
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un láser en en un sistema de alta interacción. Caso diferente al del panel (d) de la figura
4-10, que converge para valores iguales y menores que ωc/g = 0.2 a una distribución normal
y simétrica, con desviación estándar mucho menor al número medio de fotones. Con esto se
puede concluir que la coherencia es ganada en el sistema por medio de la relación ωc/g y
optimizada por medio de la frecuencia del qubit.
La ganancia de coherencia, que ocurre cuando el sistema hace la transición al régimen pro-
fundo esta relacionada además, con el esparcimiento de la probabilidad en la torre de estados,
y como tal, a medida que se adquiere coherencia, se van poblando mayores variedades de
excitación, esto se evidencia en el panel (e) y (f) de la figura 4-10, en donde la probabilidad
de encontrar el sistema en el estado base disminuye a medida que se incrementa la relación
g/ωa,c, desde valores cercanos a uno hasta ser aproximadamente cero. En el panel (e) las
probabilidades de los estados correspondientes a las tres primeras variedades de excitación
convergen a un valor fijo, mientras en el panel (f) se dan regiones de máxima probabilidad
de cada variedad de excitación, de forma que para ωc/g < 0.2 se anula la probabilidad de
encontrar el sistema en las tres primeras variedades de excitación. Como consecuencia, se
tiene que en el estado estacionario tanto las coherencias respectivas a la interacción dipo-
lar (en los primeros estados) ρ0X1G, ρ0G1X y ρ1X2G como las que están relacionadas con la
auto-interacción de la cavidad ρ0X2X y ρ0G2G son no nulas, paneles (g) y (h) de la figura
4-10. Para el panel (g) crecen hasta tomar un valor máximo cuando ωa/g = 0.0, pues la
dinámica asintótica permanece en las variedades de excitación más bajas y en el panel (h),
por su parte, las coherencias toman un valor máximo cuando las dinámica está concentrada
en las variedades de excitación respectivas, esto es, cuando se pueblan mayoritariamente los
estados con tres o menos excitaciones, y se hacen nulas para valores más grandes de g/ωc.
4.6. Entrelazamiento y mezcla
Finalmente se hará el estudio del observable más importante para las aplicaciones en la
computación cuántica, el entrelazamiento del sistema, que se caracterizará por medio de la
negatividad (N ) y la mezcla (S).
En la figura 4-11 panel (a) se aprecia la evolución del entrelazamiento y mezcla con y sin
aproximación de onda rotante para ωc/g = 1.3 y ωa/g = 1.3, donde el sistema se encuentra
en el régimen UF. Se observa que a medida que el entrelazamiento decae como consecuencia
de la disipación el sistema se mezcla, tanto con aproximación RWA como con los términos
anti-rotantes, sin embargo, en el modelo completo la pérdida del entrelazamiento debido a
la decoherencia (mezcla) es mayor, pues hay más estados involucrados en la dinámica, que
a su vez generan que las muertes y resurgimientos de éste sean eliminados, ver el recuadro
del panel (a). Por otro lado, al existir un estado asintótico no nulo, el sistema puede es-
tar entrelazado en el régimen estacionario. El entrelazamiento y mezcla estacionarios para
ωc/g = 1.0, junto con la función de correlación de segundo orden son graficadas en función
de la frecuencia del qubit en el panel (b). Se aprecia que cuando el sistema presenta una
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estad́ıstica caótica (función de correlación entre 1 y 2) el entrelazamiento es máximo, y a me-
dida que la radiación se vuelve coherente (régimen P) el entrelazamiento se pierde, quedando
máximamente mezclado. Cuando se tienen relaciones ωa >> ωc, el sistema posee un número
de fotones menor a 0.5 y g2(τ = 0) > 2. Este se encuentra en el régimen ultra-fuerte en un
estado “squeezed” (formalmente un estado de alta correlación) donde el entrelazamiento es
mı́nimo y la mezcla es alta.
En el panel (c) se han graficado el entrelazamiento, mezcla y función de correlación de se-
gundo orden en función de la variación de la frecuencia de la cavidad para ωa/g = 1.0, se
aprecia, al igual que en el panel (b), que cuando la función de correlación de segundo orden
es mayor a uno y menor a dos se presenta entrelazamiento en el sistema y el máximo valor
de la función de correlación de fotones coincide con el máximo valor de la negatividad. De
esta manera se puede utilizar la función de correlación de segundo orden como testigo del






− 1)(g2(τ = 0)− 1)], (4-7)
en donde se tiene en cuenta que cuando el número de fotones es menor a 0.5 no hay entre-
lazamiento y que éste se presenta cuando la función de correlación temporal de fotones de
segundo orden toma valores mayores a uno.
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Figura 4-10.: Propiedades del sistema en el estado estacionario con dos conjuntos de
parámetros, Columna Izquierda: ωc/g = 1.0, κ/g = 10
−3 y ωa variable, y
Columna Derecha: ωa/g = 1.0, κ/g = 10
−3 y ωc variable. Funciones de corre-
lación, paneles (a) y (b). Parámetros estad́ısticos, paneles (c) y (d). Pobla-
ciones, paneles (e) y (f). Parte real de las coherencias, paneles (g) y (h).
4.6 Entrelazamiento y mezcla 51
Figura 4-11.: Panel (a), evolución de la mezcla S, entrelazamiento N y función de correla-
ción de segundo orden g2(τ = 0) para ωc/g = 1.3 y ωa/g = 1.3 con (-RWA) y
sin aproximación de onda rotante. Panel (b), mezcla, entrelazamiento y fun-
ción de correlación de segundo orden para el modelo completo en el estado
estacionario en función de la frecuencia del qubit ωa/g y con ωc/g = 1.0. La
escala izquierda corresponde a la mezcla y el entrelazamiento y la de la de a la
función de correlación de segundo orden. Panel (c), mezcla, entrelazamiento y
función de correlación de segundo orden para el modelo completo en el estado
estacionario en función de la frecuencia de la cavidad ωc/g con ωa/g = 1.0.
La escala izquierda corresponde a la mezcla y la función de correlación de
segundo orden y la de la derecha al entrelazamiento.
5. Conclusiones
En este trabajo se analizó un sistema cavidad-qubit superconductor al hacer la transición
al régimen de acople ultra-fuerte y al régimen de acople profundo. Partiendo del modelo
BCS se realizó la deducción del hamiltoniano del sistema y se caracterizaron los reǵımenes
de operación del qubit, encontrándose la relación entre los parámetros f́ısicos del sistema
superconductor y las frecuencias de la cavidad ωc, del qubit ωa y la constante de interacción
g.
Después de hacer una transformación de Bogoliubov-deGennes del hamiltoniano a la base
polatitónica que diagonaliza el sistema en el régimen fuerte, estudiar los coeficientes de
Hoppfield, diagramas de dispersión, dinámica hamiltoniana, asintótica y entrelazamiento se
encontró:
1. Los términos anti-rotantes actúan como un bombeo de polaritones no lineal.
2. Cuando la frecuencia de la cavidad es menor a la frecuencia del qubit se alcanza el
régimen de acople ultra-fuerte (o el régimen profundo) para una constante de interac-
ción menor a la que se necesita en resonancia.
3. Si el sistema esta siendo bombeado, el régimen de acople ultra-fuerte (o el régimen
profundo) se alcanza para constantes de acople menores.
4. El cuantificador




− 1)(g2(τ = 0)− 1)] (5-0)
es un testigo del entrelazamiento para un sistema cavidad-qubit en el régimen acople





y de la función de correlación a segundo orden g2(τ = 0).
5. La transición al régimen ultra-fuerte depende de la variedad de excitación n en la que




















6. Cuando el sistema hace la transición al régimen ultra-fuerte se produce una ruptura
de simetŕıa. El sistema no preserva la variedad de excitación y los polaritones deben
ser considerados como distribuciones estad́ısticas, pues son la superposición entre una
excitación en la materia y n diferentes estados de fotones.
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7. En el régimen ultra-fuerte se pierde la periodicidad en la dinámica, se eliminan las muer-
tes y resurgimientos del entrelazamiento, la inversión de población es mayoritariamente
negativa. Además en un régimen puramente disipativo surge dinámica asintótica con
entrelazamiento no nulo y estados altamente correlacionados como los “squeezed”.
8. La transición al régimen de acople profundo depende de la variedad de excitación n en








9. Cuando el sistema hace la transición al régimen de acople profundo la dinámica es
periódica y gobernada por las variedades de excitación alejadas a la condición inicial,
siendo el número medio de fotones mayor a uno. Surgen coherencias relacionadas con
la auto-interacción (sin tener que considerarla de forma hamiltoniana) y a diferen-
cia del régimen ultra-fuerte, el sistema presenta mezcla máxima y coherencia global
en el estado estacionario. La coherencia se aprecia en la radiación por medio de las
funciones de correlación temporal y en el qubit al encontrar inversión de población
mayoritariamente cero.
Dentro de las perspectivas de investigación teórica y experimental de éste trabajo se encuen-
tra el análisis del testigo de entrelazamiento propuesto, para diferentes sistemas multinivel y
en varios reǵımenes de acople; el estudio del sistema cavidad-qubit con bombeo externo, la im-
plementación como láser en el régimen ultra-fuerte y la generación de compuertas cuánticas
que se valgan de resultados del presente trabajo, a saber, la eliminación de la muerte y
resurgimientos del entrelazamiento dinámico y la posibilidad de cambiar de un régimen esta-
cionario en donde el sistema esta entrelazado a otro en donde está máximamente mezclado
con coherencia en la radiación.
A. Sistemas cuánticos abiertos
Hasta este punto se ha descrito el sistema S cavidad-qubit como un sistema aislado, pero
en la vida real se va a tener el circuito superconductor sometido a una señal de entrada y
a una de salida, es decir, se le va a inyectar y a extraer enerǵıa (sistema abierto), ya sea
para realizar las medidas necesarias para estudiarlo o al implementarlo en alguna aplicación
tecnológica. Para el tratamiento del sistema abierto hay que asumir la interacción con un
reservorio térmico R, de forma que el sistema completo S +R sea cerrado. Esta interacción
debe ser débil y como consecuencia se tendrán satisfechas las siguientes aproximaciones
1. Separabilidad: En t = 0 el sistema se encuentra (se ha preparado) en un estado
sin correlaciones con el entorno |nα〉 ⊗
∣∣∣∏j Bj〉, donde n representa el estado de la
cavidad (número de fotones), α el del qubit (estado base o excitado), y Bj el estado j
del reservorio.
2. Aproximación de Born: Las correlaciones entre el sistema y el entorno son conside-
rables solamente hasta segundo orden.
3. Aproximación de Markov: El reservorio es grande y se encuentra en equilibrio, por
lo tanto cualquier perturbación causada por el sistema en el baño es despreciable (Esto
es ρ̂ = ρ̂s ⊗ ρ̂b donde ρ̂s y ρ̂b son las matrices densidad del sistema y del entorno).
Normalmente es establecida como entorno “sin memoria” o “entorno blanco”.
4. Aproximación de onda rotante: Se desprecian los términos anti-rotantes en la
interacción sistema-entorno.
Con esto, el hamiltoniano del sistema completo ĤS+R sobre el cual se realizará la traza
parcial sobre los grados de libertad del reservorio para encontrar una ecuación dinámica que
sólo posea la información referente al sistema de interés S, es
ĤS+R = Ĥs + Ĥint + Ĥb + ĤS↔R, (A-1)
Ĥs = ~ωcâ†â+ ~ωaσ̂†σ̂, (A-2)












donde j = 1, 2 es el ı́ndice que corre sobre los dos reservorios (uno para el qubit y otro para
la cavidad) o sobre los dos sub-sistemas (qubit o cavidad), b̂j,k (b̂
†
j,k), son los operadores de
creación (aniquilación) en el modo k del respectivo reservorio y ωj,k su frecuencia. Además
gj es la fortaleza de cada una de las interacciones entre un reservorio y un sub-sistema, y Âj
denota los operadores â y σ̂ para j = 1 y j = 2 respectivamente.
En la dinámica de interacción la ecuación de Von-Neumann del sistema, sin incluir los grados
de libertad del reservorio toma la forma dρ̂
dt


































−iωj,kt, con Ωj la frecuencia de oscila-






ˆ̃Γj, y la ecuación














































KBT , con χj,k = 1− e
−
ωj,k
KBT , se encuentran tres tipos de valores
esperados
1. 〈Γj(t′)Γj(t)〉B o 〈Γj(t)Γj(t









2. 〈Γk(t′)Γj(t)〉B o 〈Γj(t)Γk(t
′)〉B, donde j y k corresponden a reservorios diferentes e
independientes y por tanto el valor esperado se anula.
3. 〈Γk(t′)Γj(t)〉B o 〈Γj(t)Γk(t
′)〉B, con j 6= k y j, k pertenecientes al mismo reservorio, su
contribución es no nula para k = j ± 1.
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iωj,k(t−t′)(1 + n̄), (A-8)

















































donde debido a la aproximación Markoviana se puede establecer ρs(t
′)→ ρs(t) con t→∞,
y aśı utilizar la formula de Sokhotski–Plemelj:∫ ∞
0
dt′e±i(Ωj−ωj,k)(t−t
























j n̄ ≡ κjn̄. (A-9)

















que son referentes a corrimientos tipo Lamb. Finalmente, haciendo el paso a la dinámica de
Schrödinger, se encuentra la forma simplificada de la ecuación maestra de Born-Markov
conocida como ecuación maestra en la forma de Lindblad
dρ̂
dt
= −i[Ĥs + Ĥint, ρ̂s] +
2∑
j








jÂj ρ̂s − ρ̂sÂ
†
jÂj], (A-11)
con Pj = 2κjn̄, γj = 2κj(1 + n̄), las tasas de bombeo y disipación decoherente. El término
L(â†), referente a la emisión de puntos cuánticos secundarios acoplados débilmente a la
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cavidad es despreciable para sistemas superconductores, mientras que L(σ̂†), L(σ̂) y L(â)
pueden ser no nulos.
La emisión espontánea (L(σ̂)) es o no considerable dependiendo de la relación entre el factor
de calidad del sistema (del que depende la pérdida de fotones por los espejos de la cavidad
L(â)) y el tiempo de vida del qubit. El mayor tiempo de vida del qubit reportado ha sido de
60µs [19], por tanto para factores de calidad bajos (103 [47]) la emisión espontánea va a ser
despreciable, mas para factores de calidad altos (106 [17, 18]) debe ser tenida en cuenta. En
esta tesis se considerarán los parámetros t́ıpicos de la circuit-QED que permitan una rápida
lectura del sistema, esto es, cavidades de bajo factor de calidad; con lo cuál la ecuación
maestra toma la forma
dρ̂
dt
= −i[Ĥ, ρ̂s] + κL(â). (A-12)
No se ha considerado bombeo externo decoherente (L(σ̂†)) porque se quiere analizar solamen-
te la evolución y decaimiento de las poblaciones en el sistema al incrementar la interacción,
y como se verá en la sección de resultados, al introducir el bombeo externo no se veŕıa tan
claramente el efecto de los términos anti-rotantes, pero de igual manera, a partir del estudio
realizado se podrá concluir acerca de los posibles efectos de tener tal bombeo.
B. Trazas parciales no nulas con el
reservorio
En éste apéndice se analiza el valor de las trazas con el reservorio que son no nulas en la








































































y debido a que
∑
n e
−αb̂†b̂ |n〉 〈n| =
∑
n e
















e−αn = 1 + e−α + (e−α)2 + (e−α)3 + ..., (B-5)∑
n




























































































































−iωk(t−t′)(1 + n̄), (B-10)
































iωk(t−t′)(1 + n̄). (B-14)
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